Symmetriegruppen idealer MHD-Gleichungen by Fuchs, J. Christoph
Symmetriegruppen idealer MHD-
Gleichungen
Fuchs, J. Christoph
Veröffentlicht in: 
Abhandlungen der Braunschweigischen 
Wissenschaftlichen Gesellschaft Band 40, 1988,  
S.29-38
Verlag Erich Goltze KG, Göttingen
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052948
Symmetriegruppen idealer MHD-Gleichungen 
Von J. Christoph Fuchs, Braunschweig 
Vorgelegt von Egon Richter 
(Eingegangen am 11. 6. 1988) 
Zusammenfassung 
29 
Für die nichtlinearen, nichtstationären Gleichungen idealer kompressibler magneto-
hydrodynamischer Strömungen wird die Lie-Algebra der infinitesimalen Symmetrien 
berechnet. Mit Hilfe dieser Lie-Algebra werden einparametrige lokale Symmetrie-
gruppen der betrachteten MHD-Gleichungen berechnet. 
Es werden zwei- und dreidimensionale Strömungen untcrsucht. Die Ergebnisse 
werden mit den Ergebnissen für eine zweidimensionale Strömung mit scnkrcchtcm 
Magnctfcld verglichen. Außcrdcm wird untcrsucht. wclchcn Einfluß cin von aulkn 
vorgcbharcs ortsabhiingigcs Magnctfcld auf dic Lic-Algchra und dic Symll1ctric-
gruppcn hat. 
1. Einleitung 
Die magnetohydrodynamischen (MHD) Glcichungen sind ein vercinfachtes System 
der Einflüssigkeitsgleichungen und Maxwellgleichungen für niedrigfrequente Vorgänge 
in Plasmen mit großem räumlichen Maßstab P]. Wenn dissipative Effekte vernach-
lässigt werden können, spricht man von idealer MHD. 
In dieser Arbeit werden die Lie-Symmetriegruppen der kompressiblen nicht-
stationären idealen MHD-Gleichungen für den Fall einer ebenen (zweidimensionalen) 
isentropen Strömung und im Fall einer beliebigen (dreidimensionalen) isentropen 
Strömung berechnet. Des weitcren wird der Einfluß eines von außen beliebig vorgcb-
baren, ortsabhängigen Magnctfeldes auf die Symmetriegruppen untersucht. 
Die Ähnlichkeitsanalyse zur Untersuchung partieller Differentialgleichungen ist in 
der Literatur hinreichend beschriebcn [2,3,41, dahcr wird auf das bekanntc Verfahrcn 
nicht weiter eingegangen. Lie-Symmctriegruppcn können verwcndct wcrden, um cin 
partielles Differentialgleichungssystem auf ein ncues Differentialgleichungssystem mit 
weniger unabhängigen Variahlen zu reduzieren. Die Lösungen dicscs Systems wcrdcn 
Ähnlichkeitslösungen genannt. 
Lie-Gruppen wurden bei der Behandlung von nichtstationären MHD-Gleichungen 
angewendet, um inkompressible Flüssigkeiten [51, kompressible eindimensionale 
Plasmen [6] und kompressible zweidimensionale Plasmen mit senkrecht zur Plasma-
strömung stehendem Magnetfeld [7] zu untersuchen. 
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2. Symmetriegruppen für eine ebene Plasmaströmung 
Die nichtstationären idealen MHD-Gleichungen lauten für eine kompressible 
isentrope Plasmaströmung in dimensionslosen Größen 
3Q Tl + V· (Qv) = 0, 
Q (~; + (v· V) v) + V (P+ ~ RHHZ) - RH(H· V)H= 0, 
3H _ V x (v x H) = 0 
3t ' 
3p Tl + v· Vp + ypV· l'= 0, 
V·H=O, 
(I) 
dabei ist v die Strömungsgeschwindigkeit, H das Magnetfeld, Q die Massendichte, 
p der Druck, y der adiabatische Exponent und RH = /1-oHÖI QoUÖ die magnetische Druck-
zahl (mit der magnetischen Permeabilitätskonstanten /1-0 und typischen Werten für 
Magnetfeld, Massendichte und Strömungsgeschwindigkeit Ho,Qo, Uo). 
Wenn ein äußeres Magnetfeld vorgegeben wird, ist in den Gleichungen (1) H durch 
H;n + Hex zu ersetzen, dabei ist H;n das von der Plasmaströmung erzeugte Feld und Hex 
das von außen angelegte Feld, das durch die Strömung nicht beeinflußt wird. 
Seien x,y,z kartesische Koordinaten und ex,ey,ez die entsprechenden Einheitsvek-
toren. Um eine ebene Strömung mit äußerem Magnetfeld und beliebig orientiertem 
internen Magnetfeld zu beschreiben, sei v = VX(x,y, t)ex + vY(x,y, t)ey, H;n = hX(x,y, t)ex + 
hY(x,y,t)ey + hZ(x,y,t)ez, Hex = HX(x,y)ex + HY(x,y)ey + HZ(x,y)ez, Q = Q(x,y,t) und 
p= p(x,y, t). Die Gleichungen (1) bilden dann ein nichtlineares partielles Differential-
gleichungssystem erster Ordnung mit neun Gleichungen, drei unabhängigen und sieben 
abhängigen Variablen. 
Es werden für x, y, t, vX, v~ hX, h~ hZ, Q und p infinitesimale Transformationen der 
Gestalt 
x=x+ e~X(x,y, t, vX, v~hx,h~hz,(!,p) + O(e2), 
(analoge Transformationen für y, t), 
?= vx+ e1] v\x,y, t, vx, v~hX,h~hz,Q,p) + O(e2), 
(analoge Transformationen für v~hX, h~ hZ, Q, p) 
gesucht, die (1) invariant lassen. 
(2) 
Die bestimmenden Gleichungen für die infinitesimalen Elemente!:x !:y!:f 1]vx 1]vY 1]hX, hY hZ' ';J ,,=, ,~ , , , 
1] ,1] ,1]" und 1]P erhält man aus dem z. B. in [2] beschriebenen Verfahren. Es ergibt sich 
ein lineares homogenes partielles Differentialgleichungssystem für die infinitesimalen 
Elemente mit 577 Gleichungen. 
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Die Lösung dieser bestimmenden Gleichungen enthält 9 freie Konstante CI, .. , , C9 
im Fall y4=2 und im Fall y=2 eine zusätzliche Konstante Cll (Die Numerierung der 
Konstanten entspricht der Numerierung der Konstanten der infinitesimalen Elemente 
für eine ebene Strömung mit senkrechtem Magnetfeld [7], so daß die Ergebnisse leicht 
verglichen werden können.): 
lt=C1 +C4t+C6y+C7X, 
sY= C2 + Cst- C6X+ C7y, 
s(=C3 +Cst, 
1]vx = C4 + C6vY+ (C7 - Cg)vX, 
1] vY = Cs - C6v'+ (C7 - C8)V~ 
1]hX = C9(h X + Hj + C6 (hY + HY) _ SX oH' _ sY oH
x 
ox oy , 
hY oHY oHY 1] =C9(hY+HY)-C6(h x+Hj-;X-- -sY_-ox 8y , 
1]hZ=(C9-Cll)(hz+Hj-sX~ -sY 8Hz ox 8y , 
1]12= 2( C9 + Cs - C7)f', 
1]P= 2C9P+ RHC11(h z+ Hj2, 
dabei ist C ll ,*0 nur möglich, wenn y""2 gilt. 
Die Menge der infinitesimalen Generatoren 
Z -l::X 8 l::Y 8 et 8 VX 8 vy 8 hX 8 hY 8 
-." a; +." ay +." Tt +1] avx +1] ovY +1] oh x +1] ahY + 
hZ 0 0 p a 
+1] -- +1](>- +1] -
8h Z oQ op 
(3) 
(4) 
mit den infinitesimalen Elementen (3) bildet eine Lie-Algebra mit dem Kommutator 
[ZmZßl o=ZaZß-ZßZa. Eine Basis dieser Lie-Algebra erhält man, wenn man in (4) 
jeweils einen der Parameter CI, ... , C9, Cu zu 1 und die anderen zu ° setzt: 
o oHx 0 oHY 0 8HZ 0 
Xl = a; - a;- 8h x - a;- 8iiY - ax ah z , 
o aHx 0 8HY a oHz 0 
Xz = ay - ---ay oh x - ---ay 8iiY - ay 8h z , 
8 X3=Tt, 
8 a oHx a oHY 0 aHz a 
X4=ta; + ovx -tax ah' -t--a;- ohY -ta;- oh z , 
a a oHx a aHY 0 oHz 0 
Xs = t ay + ovY - t ---ay ah' - t ---ay ohY - t ay ohz, 
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o 0 0 0 y oHx oHx 0 
X 6 =yax -Xay +vY ovx _v
x 
ovY + (h- + HY-y---gx +X-ay) oh x 
oHY oHY 0 oHz oHz 0 
- (hx+Hx+ya;- -Xay) ohY + (-ya;- +Xay) ohz , 
o 0 x 0 0 0 X =x - + y - + v -- + vY _- - 2Q-
7 OX oy OVX OVY OQ 
oHx oHx 0 oHY oHY 0 
-(Xa;- +Yay) oh x -(X---gx +Y-ay) ohY 
oHz oHz 0 
-(xa;-+Y-ay) oh" 
o x 0 0 0 
Xg=tTt -V ovx -vY ovY +2QaQ , 
X9 = (h x + H) o~x + (h Y + HY) o~Y + (h z+ Hj o~z + 2Q :Q + 2p :p , 
XII = - (hz+Hj o~z +RH (h z+Hj2 ~. 
(5) 
Im Fall y=f=2 bilden X), ... ,Xg eine Basis, während für y=2 der Vektor X Il hinzugefügt 
werden muß. 
Die infinitesimalen Elemente und die Lie-Algebra für eine ebene Strömung ohne 
äußeres Magnetfeld erhält man aus den entsprechenden Ergebnissen (3), (5) für die 
ebene Strömung mit äußerem Magnetfeld, indem man in (3),(5) das äußere Magnet-
feld Hex = 0 setzt. Dies ist jedoch keine triviale Aussage. Wenn man zwei Differential-
gleichungssysteme hat, von denen eines ein Spezialfall des anderen ist, ist es im all-
gemeinen nicht möglich, die infinitesimalen Elemente oder die Lie-Algebra des einen 
Systems aus dem anderen zu erhalten: Für die ebene Strömung ohne äußeres Magnet-
feld, aber mit beliebig orientiertem internen Magnetfeld ergab sich eine lO-dimen-
sionale Lie-Algebra, während für den Spezialfail der ebenen Strömung mit einem senk-
rechten internen Magnetfeld [7] die entsprechende Lie-Algebra unendlich-dimensional 
ist. Ebenso läßt sich die Lie-Algebra der zweidimensionalen Strömung nicht aus der 
der dreidimensionalen Strömung (siehe Abschnitt 3) herleiten. 
Die lokalen einparametrigen Transformationsgruppen erhält man, wenn man fol-
gendes gewöhnliche Differentialgleichungssystem löst: 
~ _ 1:X - - - x y -x -Y -Z - -dE -~ (x,y,t,v,v,h,h,h,Q,p), 
(analoge Gleichungen für y, t), 
X(E=O)=X, 
d
" 
v yX( - - - -"x y ........... x ........... y ........... z __ ) -dE=1'} x,y,t,v,v,h,h,h,gp, VX(E=O)=VX, 
(analoge Gleichungen für 0; j?, iiY, j;z, ij, p). 
(6) 
Im folgenden werden die lokalen einparametrigen Transformationsgruppen , die zu den 
Basisvektoren (5) der Lie-Algebra gehören, angegeben. Dabei werden nur diejenigen 
Variablen, die sich bei der Transformation ändern, erwähnt: 
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Cj,*,O: X=X+ECj, 11x=h x+H'(x,y) -HX(X+ECj,y), 
11Y=hY+HY(x,y) -HY(X+ECby), 
11z=hz+HZ(x,y) -HZ(X+EC\,y) 
(Translation in x-Richtung für Hex = 0). 
33 
Für C2 =1= 0 ergibt sich eine analoge Transformation (Translation in y-Richtung für 
Hex =0). 
C3 ,*,0: f= t+EC3 (Zeitverschiebung) 
C4 '*' 0: X=X+EC4 t, 11x=h x+H'(x,y) -HX (X+EC4 t,y), 
yX= yX+ EC4, 11Y= hY + HY(x,y) - HY(x+ EC4 t,y), 
iJz= hZ+ HZ(x,y) - W(x+ EC4t,y) 
(Galilei-boost für Hex = 0). 
Für Cs ,*,0 ergibt sich eine analoge Transformation. 
C6 '*' 0: x=ysin (C6E) + xcos (C6E), 
0= yYsin (C6E) + yXCOS (C6E), 
y= ycos (C6E) - xsin (C6E), 
;:;:r = yY COS ( C6 E) - yX sin ( C6E) , 
11X= (h X+ H X (x,y» cos (C6E) + (hY + HV(x,y» sin (C6E) -
- H X (x cos (C6E) + y sin (C6E), - x sin (C6E) + y cos (C6E», 
hY= (hY + HY(x,y» cos (C6E) - (h x + H X (x,y» sin (C6E) -
- HY (x cos (C6E) + y sin (C6 E), - x sin (C6 E) + Y cos (C6 E», 
iJz= hZ+ W(x,y) - W (x cos (C6E) + Y sin (C6E), - x sin (C6 E) + y cos (ChE» 
(Rotation für Hex = 0). 
C7 ,*,0: x=xeC7t, y=ye C7 ', 
0=yXe c?", ;:;:r=yYeCF, fj={?e- 2CF, 
11x=h x+ HK (x,y) - H' (xe C7 ', ye C7 '), 
11Y=hY+ HY(x,y) - HY(xeC7', ye CF ), 
iJz=h z+ HZ(x,y) - HZ(xe C?', ye C7') 
(Streckung für x, y, yX, y~ Q). 
CR '*'0: f = te C8', -;;x= yXe- cS', ;:;:r= yYe - cs', fj = {?e2 Cs' 
(Streckung für t, yX, y~ Q). 
C9 '*' 0: 11x= - H'(x,y) + (hx+HX(x,y» e C9E, 
11Y= - H V (x,y) + (hY + HV(x,y» e C9 ', 
11z= - HZ (x,y) + (h z+ HZ (x,y» e CgE, 
j5=pe2Cq', Q=Qe2C9E 
(Streckung für h X + HX,hY+ H~ hZ+ HZ,p, (?). 
Die folgende Transformation ist nur im Fall y=2 möglich: 
C H '*'0: iJz= - HZ(x,y) + (h z+ HZ(x,y» e- C11', 
j5=p- ~ RH(hz+HZ(x,y»2(e-2cUE-l). 
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3. Dreidimensionale Plasmaströmung 
Damit die Gleichungen (1) eine dreidimensionale Plasmaströmung beschreiben, sei 
y = VX(x,y,z, t)ex + vY(x,y,z, t)ey + VZ(x,y,z, t)e" ~n = hX(x,y,z, t)ex + hY(x,y,z, t)ey + 
hZ(x,y,z, t)ez, Hex = H\x,y,z)ex + HY(x,y,z)ey + HZ(x,y,z)e" Q = Q(x,y,z, t) und p = 
p(x,y,z, t). Die Gleichungen (1) bilden dann ein nichtlineares partielles Differential-
gleichungssystem erster Ordnung mit neun Gleichungen, vier unabhängigen und acht 
abhängigen Variablen. 
Es werden wieder infinitesimale Transformationen für die abhängigen und die unab-
hängigen Variablen ähnlich (2) gesucht, die (1) invariant lassen. Die infinitesimalen 
Elemente sind jetzt 1;x, 1;~ 1;z, 1;t, rJ yX, rJ y~ rJ yZ, rJhX, rJh~ rJh Z, rJ~ rJP, sie hängen von x, y, z, t, 
vx, v~ vZ, h X, h~ hZ, Q und p ab. 
Die bestimmenden Gleichungen für die infinitesimalen Elemente bilden ein lineares 
homogenes partielles Differentialgleichungssystem mit 1703 Gleichungen. Die Lösung 
dieses Systems enthält 13 freie Konstanten CJ, ... , C I3 , ein bestimmter Wert für y 
braucht nicht berücksichtigt zu werden: 
1;X= CI + Cst+ Csx+ C9y+ ClQZ, 
1;Y= C2 + C6t+ CsY- C9x+ ClIz, 
1;z= C3 + C7t+ CsZ- CJ()x- Clly, 
1;t= C4 + C12 t, 
rJ yX= Cs + (Cs - C12) vx+ C9vY + ClOvz, 
rJ yY = C6 + (Cs - C12) vY- C9vx + ClIvz, (7) 
rJ YZ = C7 + (Cs - C12) vz_ CJ()vx - Cl1V~ 
rJhX=C13(hx+Hj+C9(hY+Hy)+ClO(hz+Hj-1;X oHx -1;Y oHx -1;z oHx , 
ox oy oz 
rJhY=C13(hY+Hy)-C9(h'Y+Hj+Cl1(hz+Hj-1;X oHY -1;Y oHY -1;z oHY, 
ox oy oz 
rJhz=CI3(hz+Hj-CIO(hx+Hj-Cu(hY+HY)-1;x oHz -1;Y oHz -1;z oHz , 
ox oy oz 
rJ(1= 2 (C13 + C12 - Cs) Q, 
rJ P=2C13p. 
Die infinitesimalen Elemente für die dreidimensionale Strömung ohne äußeres Magnet-
feld erhält man aus (7), indem man Hex =0 setzt. Dies ist aber nicht selbstverständlich, 
wie im vorigen Abschnitt für die ebene Strömung erläutert wurde. 
Die Menge der infinitesimalen Generatoren bildet eine 13-dimensionale Lie-
Algebra. Eine Basis dieser Lie-Algebra ist 
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2 2Hx 2 2HY 22Hz 2 
X 2 = ay - ay 2h x - ay 2hY - ay 2h z , 
2 2Hx 2 2HY 2 2Hz 2 
X3 = ----a; - ---az 2h x - ---az 2hY - ---az 2h z , 
2 
X 4 =Tt, 
2 2 2Hx 2 2HY 2 2Hz 2 
X s = ta; + 2vx - t---a;- 2h x - t---a;- 2hY - t---a;- 2hz' 
2 2 2Hx 2 2HY 2 2Hz 2 
X 6 =tay + 2vY -tay 2hx -tay 2hY -tay 2hz ' 
2 2 2Hx 2 2HY 2 2Hz 2 
X7 = t----a; + 2vz - t---az 2h x - t---az 2hY - t---az 2h z , 
X 222 x 2 y 2 z2 2 8=X-+Y-+z-+v -- +v -- +v -- -2(}-2x 2y 2z 2vx 2vY 2vz 2(} 
2Hx 2Hx 2Hx 2 2HY 2HY 2HY 2 
-(x---a;- +Y----ay +z--a:z) 2h x -(x~ +Y----ay +z--a:z) 2hY 
2Hz 2Hz 2Hz 2 
- (x~ + Y----ay +z --a:z) 2hZ> 
(8) 
2 2 2 x 2 2Hx 2Hx 2 X 9 =y- -x- +vY_- -v -- + (hY+HY- y --+x--)--2x 2y 2vx 2vY 2x 2y 2h x 
2HY 2HY 2 2Hz 2Hz 2 
-(hx+Hx+Y---a;- -Xay) 2hY -(y~ -Xay) 2h z ' 
X 2 2 z 2 x 2 (hZ HZ 2Hx 2Hx ) 2 
w=za; -x----a; +v 2vx -v 2vz + + -z ---a;- +x---az 2hx 
2HY 2HY 2 2Hz 2Hz 2 
-(z---a;- -x---az) 2hY -(hx+Hx-x---az +z---a;-) 2hz ' 
2 2 z 2 2 2Hx 2Hx 2 X l1 =z--y-+v ---vY_- -(z-- -Y--)--~ & 2~ 2~ ~ & ~x 
2HY 2HY 2 2Hz 2Hz 2 + (hz+Hz-z-- +y--)-- -(hY+HY- y-- +z--)--2y 2z 2hY 2z 2y 2h z , 
X -t~ _vx_ 2_ -vy~ _vz_ 2_ +2n~ 
12 - 2t 2vx 2vY 2vz '" 2(}' 
X 13 =(hx+Hj 2~X + (hY+HY) 2~Y + (hz+Hj 2~Z +2(} :(} +2p ~. 
Auch hier erhält man die entsprechende Lie-Algebra für die Strömung ohne äußeres 
Magnetfeld, indem man in (8) Hex = 0 setzt. 
Die lokalen einparametrigen Transformationsgruppen, die zu den Basisvektoren 
(8) der Lie-Algebra gehören, sind: 
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C1*O: X=X+ECj, jJx=hx+HX(x,y,z) -HX(X+ECj,y,Z), 
hY=hY+HY(x,y,z) -HY(X+ECj,y,Z), 
hZ=hz+ HZ(x,y,z) - HZ(x+ ECby,Z) 
(Translation in x-Richtung für Hex = 0). 
Für C2 * 0 und C3 *0 ergeben sich analoge Transformationen (Translationen in y- bzw. 
z-Richtung für Hex = 0). 
C4 * 0: l = t + EC4 (Zeitverschiebung) 
Cs*O: X=X+ECst, hX=hx+HX(x,y,z) -HX(X+ECst,y,z), 
Y'=Vx+ECs, hY=hY+HY(x,y,z) -HY(X+ECst,Y,Z), 
};Z=hz+ HZ(x,y,z) - HZ(x+ EC\t,y,z) 
(GaIiIei-boost für Hex = 0). 
Für C6*O und C7*O ergeben sich analoge Transformationen. 
Cs*O: x=xe CSE, y= yeCSE, z=zeCSf, 
Y' = vXe CSE, 0' =' vYe CSE, ?= vZeCSE, fj = Qe -2CSE, 
hX=h X+ HX(x,y,z) - H X (xeCSE, yeCSE, zeCSE), 
hY=hY+ HY (x,y,z) - HY (xeCSE, yeCS', zeCSE), 
hZ=hz+ HZ (x,y,z) - HZ (xeC8E, yeCSE, zeCSE) 
(Streckung für x, y, z, vX, v~ vZ, Q). 
C9 ,*0: x= ysin (C9E) + x cos (C9E), y= ycos (C9E) - x sin (C9E), 
vx= vY sin (C9E) + VX cos (C9E), 0'== vY cos (C9E) - VX sin (C9E), 
F;'= (h x+ H X (x,y,z» cos (CyE) + (hY + W(x,y,z» sin (CyE) -
- H X (x cos (C9E) + Y sin (C9E), - x sin (C9E) + Y cos (C9E),Z), 
hY= (hY+ HY (x,y,z» cos (C9E) - (h x+ H X (x,y,z» sin (C9E) -
- HY (x COS (C9E) + Y sin (C9E), - x sin (C9E) + Y COS (C9E),Z), 
hZ= hZ+ HZ (x,y,z) - HZ (x cos (C9E) + Y sin (C9E), - x sin (C9 E) + Y cos (C9E),Z) 
(Rotation für Hex = 0). 
Für ClO,*O und Cl! '* 0 ergeben sich analoge Transformationen (Rotationen in der x-z-
bzw. y-z-Ebene). 
C12 ,*O: f=te C12E, ;x=,vXe-C12E, 0'=vYe-C12f, ?=vZe-C12f, 
fj = Qe2C12f (Streckung für t, vX, v~ vZ, Q). 
C l3 *O: h X = - H X (x,y,z) + (h x+ H X (x,y,z» e CJ3f, 
hY= - HY (x,y,z) + (hY + HY (x,y,z» e Cl3 E, 
hZ= - HZ (x,y,z) + (h z+ HZ (x,y,z» e ClF, 
fj=Qe2Cl3E, p=pe2C13E 
(Streckung für h X+ H"hY+ H~hz+ HZ, Q,p). 
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4. Schluß bemerkungen 
Für eine zwei- und eine dreidimensionale isentrope Plasmaströmung sind die Lie-
Algebren der infinitesimalen Symmetrien und die Lie-Symmetriegruppen der nicht-
stationären kompressiblen idealen MHD-Gleichungen berechnet worden. Dabei steHte 
sich heraus, daß beim Anlegen eines äußeren, beliebig ortsabhängigen Magnetfeldes 
die Dimension der Lie-Algebra nicht verändert wird. 
Es ist interessant, die infinitesimalen Elemente (3) und die Lie-Algebra (5) für die 
ebene Strömung mit einem beliebig orientierten internen Magnetfeld und Hex == 0 mit 
den entsprechenden Ergebnissen für eine ebene Strömung mit einem Magnetfeld senk-
recht zur Strömung [7] zu vergleichen (in [7] wurde die z-Komponente h Z des Magnet-
feldes h genannt, und es gab keine infinitesimalen Elemente rJ hX, rJh~ da H parallel zu ez 
war. Die infinitesimalen Elemente enthielten zehn freie Parameter Cl, ... , C lO und eine 
freie Funktion f(h z/gp/(J2).) Im Fall y=/=2 ergeben sich für den Fall des senkrechten 
Magnetfeldes und für den Fall des beliebig orientierten Magnetfeldes dieselben infini-
tesimalen Elemente gx, ;~ ;', rJ vX, rJ v~ rJ h~ rJl! und rJ P, während sie für y = 2 nur dann 
übereinstimmen, wenn C IO == 0 und f(hz/(J,p/(/) = - C l1 h z/(J. Entsprechend dazu sind 
die Basisvektoren Xl, ... ,X9 der Lie-Algebren für beide Strömungen identisch, wenn 
h'= h Y= 0 gilt, aber den Vektor X IO der Strömung mit senkrechtem Magnetfeld gibt es 
für beliebig orientiertes Magnetfeld nicht, und der Vektor X(f) wird zu X Il nur, wenn 
f (h z/(J, p/(J2) = - CIlhz/(J. Für y= 2 erhält man also eine lO-dimensionale Lie-Algebra 
im Fall einer Strömung mit beliebig orientiertem Magnetfeld anstelle einer unendlich-
dimensionalen im Fal1 einer Strömung mit senkrechtem Magnetfeld. Obwohl das senk-
rechte Magnetfeld ein Spezialfall eines beliebig orientierten Magnetfeldes ist, kann 
man die zugehörige Lie-Algebra nicht aus der Lie-Algebra für das beliebig orientierte 
Magnetfeld erhalten, indem man h x = hY = 0 setzt. 
Wenn man jedoch Ähnlichkeitsvariable und neue abhängige Variable sucht, um die 
Gleichungen (1) auf ein partielles Differentialgleichungssystem mit nur zwei unab-
hängigen Variablen zu reduzieren, können trotzdem die Ergebnisse in [7] leicht auf den 
Fall des beliebig orientierten Magnetfeldes für y=/=2 verallgemeinert werden: Da YJh X 
und rJ hY nur von h X und hYabhängen und kein anderes infinitesimales Element von h' 
oder hY abhängt, kann die ursprüngliche Klassifikation benutzt werden. Die Ähnlich-
keitsvariablen A,p, und die neuen abhängigen Variablen U(A,p,), V(A"U), H(A,p), 
R (A,p,), P(A,p,) bleiben unverändert. Die beiden anderen abhängigen Variablen 
HX(A, {1) und HY(A,{1) können leicht als ,Integrationskonstanten' eines der drei Systeme 
charakteristischer Gleichungen 
dt dh' 
;' = rJhX 
mit den infinitesimalen Elementen (3) berechnet werden. 
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